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Resumen. En este trabajo se presenta una propuesta de adquisicion de
datos para el problema inverso en electrocardiografia utilizando un
sistema de adquisicion inalambrico de bajo costo. Obtener una imagen
de la actividad eléctrica en la superficie del corazén resolviendo el
problema inverso es importante en el estudio y diagnostico de
enfermedades cardiacas. Ademas, se presenta una introduccion al
planteamiento matematico del problema describiendo dos métodos de
regularizacién: el método de Tikhonov y la Descomposicion de Valores
Singulares Truncados (TSVD).

Palabras clave: Adquisicion de datos, ecuaciones diferenciales parciales,
problema inverso, electrocardiograma (ECG), EPOC headset.

Introduction to the Inverse
Electrocardiographic Problem

Abstract. In this work, a data acquisition approach for the inverse
problem in electrocardiography using a low cost wireless acquisition
system is presented. Obtaining an image of the electrical activity on the
heart surface is important in the study and diagnosis of heart disease. In
addition, an introduction to the mathematical problem is presented
describing two regularization methods: the Tikhonov method and the
Truncated Singular Values Decomposition (TSVD).
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1.  Introduccion

Las enfermedades cardiovasculares (ECV) son la principal causa de muerte en todo
el mundo. Cada afio mueren mas personas por ECV que por cualquier otra causa. En
Meéxico es el segundo lugar como causa de muerte, durante el afio 2014 se registraron
82,334 decesos por enfermedades isquémicas del corazdn lo cual es preocupante [4],
ya que por nuestro ritmo de vida esto se incrementa afio con afio y muchos de los
estudios que existen para diagnosticar este tipo de enfermedades son excesivamente
caros al igual que sus tratamientos por lo que, resolviendo el problema inverso
electrocardiografico podria tener un impacto muy fuerte en la prevencion de
enfermedades cardiacas.

El problema inverso electrocardiografico consiste en obtener potenciales
miocérdicos a partir de los registros de superficie de manera no invasiva. Los registros
superficiales se obtienen con la técnica de BSPM (Body Suface Potential Mapping) con
alrededor de 32 a 300 electrodos alrededor del torso. Con ello se pretende encontrar
regiones del corazén donde estan ocurriendo patologias cardiacas, como son el bloqueo
de rama, insuficiencia cardiaca, infarto del miocardio, potenciales tardios ventriculares
o el sindrome de Brugada, algunas de ellas causantes de la denominada muerte sibita.

En la literatura se dice que el problema inverso electrocardiografico esta mal
planteado resultando en multiples soluciones posibles e inestabilidad. Por tanto, es
necesario el desarrollo de técnicas y algoritmos nuevos que simplifiquen y permitan
aplicar estos resultados a una mayor cantidad de poblacién.

En condiciones normales, existe una sefial de naturaleza eléctrica que recorre el
corazon de forma periddica y secuencialmente ordenada, que permite un bombeo eficaz
de la sangre al resto de organismos del cuerpo a través del sistema circulatorio.

El corazén es una parte importante de este sistema, y suministra todos los demas
6rganos con sangre oxigenada. Este drgano consiste en cuatro camaras, la auricula
izquierda y la derecha y el ventriculo izquierdo y derecho. La contraccion, generada
por un estimulo, provoca el bombeo de sangre a través de la circulacion.

Este estimulo surge en una regién Ilamada el nédulo sinusal situado en la auricula
derecha. El impulso llega a las células musculares por el sistema de conduccion del
corazon. La corriente eléctrica resultante controla la contraccién del corazon y se puede
medir en la superficie del cuerpo. Si esta corriente eléctrica se ve alterada puede
provocar una arritmia.

2. Meétodos de medicién

Existen dos métodos para medir el potencial eléctrico, unipolar y bipolar. Para medir
un potencial eléctrico, es necesario utilizar al menos dos electrodos. En la medicion
unipolar, un electrodo se coloca cerca del corazon para medir la sefial y el otro electrodo
se coloca lejos del corazén como referencia. En la medicidn bipolar, dos electrodos
tienen aproximadamente la misma distancia desde el corazdn.

El estandar de 12 derivaciones de ECG, es un sistema que incluye tanto conductores
bipolares como unipolares y es estdndar en la préctica clinica actual. En este caso diez
electrodos se colocan en el cuerpo y 2 son referencias. En ellas se registran doce sefiales
eléctricas diferentes en aproximadamente al mismo tiempo [2]. Mientras mas
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electrodos superficiales se utilicen mejores resultados se obtendran. Los electrodos se
colocan directamente sobre la superficie del cuerpo y son capaces de tomar registros
sobre la actividad eléctrica. Los materiales de los que se constituyen la mayoria de los
electrodos son muy variables, entre ellos estan la plata, el oro, el acero inoxidable,
platino, entre otros [3].

3. Problema inverso

Para poder obtener datos y resolver el problema inverso en electrocardiografia,
tenemos que interpretar los potenciales registrados en la superficie del cuerpo debido a
la actividad eléctrica del corazén. El objetivo general de los problemas "inversos"
llamados "hacia adelante” de electrocardiografia es una mejor comprensién cualitativa
y cuantitativa de la actividad eléctrica del corazén [1].

Para poder medir la actividad eléctrica en la superficie del corazon utilizaremos un
sistema de adquisicién de bajo costo el cual es el EPOC Headset, ya que este sistema
cuenta con sensores de humedad a base de solucion salina (sin geles pegajosos) y 14
canales de EEG, mas 2 canales de referencia y nos ofrece un posicionamiento éptimo
para la adquisicion de sefiales, es inalambrico y recargable.

Este sistema nos ayudara a obtener la informacidn necesaria sobre las sefiales P, T y
el complejo QRS que mencionamos anteriormente, a través de electrodos superficiales
puestos en 4 partes del torso, de los cuales 2, estaran cerca del brazo derecho y del brazo
izquierdo, otro electrodo ird junto a la pierna izquierda y por Gltimo el electrodo que va
a estar junto a la pierna derecha sera nuestra referencia, el resto de los electrodos se
colocaran para medir la actividad eléctrica de los ventriculos ver figura 1. Con esto se
podremos obtener los datos necesarios para poder resolver el problema inverso
mediante ecuaciones parciales y la descomposicion de valores singulares regularizados
y asi obtener el mapeo de la actividad eléctrica en la superficie del corazon.

4° espacio intercostal a la derecha del esternon .
—-—

4° espacio intercostal a la izquierda del esternon N

Directamente entre las derivaciones V, y V, .

5° espacio intercostal en la linea media clavicular
@ Brazo Izquierdo

Nivel con V, en la linea axilar anterior izquierda
@ Brazo Derecho

Nivel con V; en la linea media axilar izquierda
(Directamente debajo del punto medio de la axila) @ Pierna Izquierda

@ 5° espacio intercostal, linea media clavicular derecha @ Pierna Derecha

Fig. 1. 12 Derivaciones de ECG y EPOC Headset.

Se sabe que cuando existe alguna alteracion en las sefiales P, T y el complejo QRS,
el paciente puede sufrir de alguna enfermedad del corazén. En la figura 2 se muestra
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los signos vitales de un corazén con ritmo sinusal, taquicardia ventricular, fibrilacién
auricular y fibrilacion ventricular.

Ritmo

sinusal JJL_JVL_J,A_ALLJL” u“Jd\..
g ATATMATRVATATAATATAVATATATATRYATATAVATA
ventricular W

Fibr“aCi(')nJFlﬂﬂﬂpqﬂﬁqnlhAh

auricular

Fibrilacion

ventricular */V\N\A’VVV\J\N\MWNV\NWJV\,\/\/\N\/\MAMM

Fig. 2. Enfermedades del corazon.

4. Métodos matematicos

Para comprender el enfoque matematico del problema inverso de electrocardiografia
se requiere un conocimiento basico. Aqui explicaremos algunas definiciones y
teoremas, que se necesitan saber para manejar un problema mal planteado.

Definicion: Un modelo matematico es un mapeo
A:X>Y. (1)

Del conjunto de causas (parametros) X para el conjunto de la direccion (datos) Y.
En el problema directo el efecto se calcula en funcidn de la causa, es decir, para x €
X calculamos Ax €Y. A la inversa, en el problema inverso tenemos que observar
y € Y y tratar de encontrar una x € X cuando Ax =y.

La siguiente definicion debido a Hadamard es una clasificacion de los problemas
bien planteados y mal planteados.

Definicion: Sea A:X — Y un mapeo entre espacios topolégicos X y Y. El
problema (4,X,Y) se llama bien planteado, si las siguientes condiciones son
cumplidas:

a) Paratoda y € Y laecuacion Ax =y essolucionde x € X.
b) Lasolucion es Unica.

c) La aplicacién inversa A™1:Y - Xes continua, es decir la soluciéon de x
depende de forma continua de los datos en y (pequefios errores en y haran
pequefios errores en x).
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4.1. Inversa generalizada

Las dificultadesk en la resolucion de un problema mal planteado son obvias. No
podemos asumir que una solucidn es Unica, o que siquiera existe. Por lo tanto, tenemos
que encontrar una manera de satisfacer las condiciones a) y c).

En lo que sigue, suponemos que X y Y sean espacios de Hilberty A para ser un
operador lineal, A € L(X,Y). Analizamos la solucién de la ecuacién [10]:

Ax = y. (2)

Con un determinado arbitrario y € Y. Si el rango de A: R(A) no es el espacio
completo de la imagen, no es solucionable para y € Y. Por otro lado, si A tiene un
espacio nulo trivial N(A), la solucidn no es Unica. Asi que si hay varias soluciones, es
razonable elegir el que tenga la norma minima entre ellos. Este pensamiento lleva a la
siguiente definicion:

Unelemento x € X es llamado:
a) Minimos cuadrados solucién de la ecuacion Ax =y si

[1Ax = ylly = inf{||Az = ylly}z € X. ®)

b) Solucién de norma minima de la ecuacion Ax =y si
|lx|]x = inf{||z||x|z es una solucién de minimos cuadrados de Ax = y}. 4

Todavia no podemos asegurar que existe una solucién de minimos cuadrados para
una y arbitraria, ya que R(A)no necesita ser cerrado. Pero por ahora, esto se puede
suponer. En este caso, la solucién de norma minima es Unica, debido a la convexidad
de la minimizacién relativa funcional. A continuacion, se define la inversa generalizada
Moore-Penrose, con la que podemos calcular la solucion de la norma minima [2].

Definicion: Sea A un continuo funcional lineal entre espacios de Hilbert X vy Y,
es decir, a € L(X,Y). Sea A: N(A)* — R(A) sea su restriccion. A continuacion, la
inversa generalizada de Moore-Penrose AT se define como la extension lineal Unica
de A™! asudominio

D(AT) == R(A)®R(A)*. )

Con

N(AT) = R(A)*. Asi (A") son mapas D(A") para N(A)*. (6)

Como se ha mencionado antes, la inversa generalizada se puede utilizar para calcular
la solucion minima. Esto lo podemos ver en el siguiente teorema.

Teorema: Laecuacion Ax = y tiene unasolucion Gnica por la norma-minima dada
por
xt:=A4%y vyeD@Ah. (7)

El conjunto de todas las soluciones de minimos cuadrados esta dada por {x'} +
N(A). Con este Teorema, podemos encontrar una solucién Unica para la ecuacion
Ax =y si y € D(A). Por lo tanto, las condiciones a) y b) de la definicion anterior son
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cumplidas. Si R(A) no esta cerrado y por lo tanto no existe y € Y\D(AT), porque se
viola la tercera condicién. Hay algunas técnicas de regularizacién, que ayudan a
manejar este caso [2].

5.  Técnicas de regularizacion

Como ya se ha mencionado, el problema inverso no posee una solucion Gnica 'y como
hemos visto el problema inverso estd mal planteado, es decir, el operador R~no tiene
limites, por lo tanto, los pequefios errores en los datos medidos d pueden ser criticos
e introducir grandes errores en g. Por esa razén, tenemos que encontrar una manera de
manejar esta dificultad.

Hay algunas técnicas de regularizacidn, que se aproximan al problema mal planteado
mediante el uso de ecuaciones bien planteadas. A continuacion, se presentan la
Regularizacion de Tikhonov y la descomposicion de Valores Singulares Truncados
(TSVD) [10].

5.2. Regularizacion de Tikhonov

Este método de regularizacién se inspira en la formulacion discreta de minimos
cuadrados [10]. Por esta razon, se introduce la funcién

J(@) = IR(g) = d|[2(,,, Para g € H'(a3),

en la que usamos la misma denotacién como antes.
Ahora volvemos a escribir la ecuacion R(g) =d como el problema de
minimizacion

min J(g). 8)

geH1(a3)

Por supuesto, mediante la formulacion del problema inverso de esta forma, el "mal
planteado™ aun esta presente. Con el siguiente paso, nos aproximamos a (8) por un
problema de buen comportamiento. Se define una nueva funcion j € (g) mediante la
adicion de un término de regularizacién a j(g):

Je(g) =J(g) + EHg”iZ(@) =1IR(g) — dlliz(gl) + €] g||22(g3) ©)
para g € H'(a3),

con € > 0 como el parametro de regularizacion. Con (9) se formula una aproximacion
de (8):

min ] (g). (10)

geH1(a3)

Esto es un compromiso entre minimizar la norma de la residual y mantener g
pequefia. Por Gltimo, se demuestra que la adicién del término de regularizacién a
nuestra funcién original hace cumplir la estabilidad.

Recordamos que g € H(o3) se puede escribir en la forma
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gx) = Z pk cos(knx) para la adecuada p0,p1,... € R.

K=0
Por otra parte con J. = J.(p0,p1, ...).

Y desde el primer orden la condicién necesaria

d
aini =0parai=12,..,
Durante un minimo, se deriva la formula
dgcosh(km)
pk =

1+ e cosh?(km)

para los coeficientes de Fourier de la solucion g de (10), véase [9]. Por lo tanto,
podemos concluir, que

dgcosh(km)

~ 1+ € cosh?(km) cos (k).

gx) =
Resuelve (10):
dy = 2[ d(x) cos(kmx)dx, parak =1,2,..,
€

dy =f d(x) dx.

siendo los coeficientes de Fourier los datos de medicion d. Ahora obtenemos la
siguiente aproximacion RZdel operador inverso R~1del mapeo de R:

1 1 - - cosh(km)
R€ (d) = R€ :E:(iKCOSh(kﬂx) = :E:(h{i—ifgzi;;EEEEESCOS(kﬂx).
K=0 K=0

Y con

Ag = k=01,..
K™ cos(km) para

Siendo los valores propios de R, obtenemos:

[oe]

o Ak
R;' = Z dxmcos(kﬂx). (11)

K=0

Si comparamos R™! y el R;! aproximado, vemos que, por una parte, para los
componentes de baja frecuencia de d,laaccionde R~ y RZ' son casi idénticos. Por
otra parte, los componentes de alta frecuencia de d se amortiguan de manera eficiente
por R;1.Ademés de eso, podemos concluir, que los pares de valores propios de la
funcion propia del RZ'son:
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cosh(km)

/1;% = HTShz(kT[)’EG'k = COS(kT[X) para k= 0,1, (12)
Mediante el uso de este, se muestra que R-! es un operador lineal acotado para

cada € > 0 esfijo. Vemos que para k =0,1,...

cosh (kmx) - € '(1+ecosh?(km)) 1

Ak =-
k7 1+ecosh?(km) ~ (1 + € cosh?(km)) €
Aok > 0.

Y de eso, podemos concluir
/‘lE,k >e>0.

En consecuencia, el cero no es un punto adherente de A.valores propios de R.. El
resultante R-'es entonces un operador lineal acotado y por lo tanto continua, a
condicion de que € > 0.De esta manera, el problema (10) estd bien planteado para
cadae > 0.Todavia hay un reto en encontrar el equilibrio adecuado entre el tamafio de
ey el orden de los errores presentes en d. Nosotros no nos extenderemos sobre este
tema. Un ejemplo referente a esta materia se puede encontrar en [9].

5.3. Descomposicion de valores singulares truncados

Otro método de regularizacion es la descomposicién de valores singulares truncados
(TSVD). La idea de esta técnica es la obtencién de un nuevo problema con una matriz
de transferencia deficiente con un rango bien acondicionado.

Matriz de transferencia

Sea R el mapeo se define en R:H'(03) = L?(07) ¥ R(9) = u(g)|o;. También
podemos decir que R es una funcién de transferencia entre la fuente y el g
desconocido (ruido dafiado) de superficie corporal potencial d. Es posible construir
una matriz de transferencia explicita A de g a d, esdecir,

Ag = d.

Ahora sélo discutiremos algunas propiedades de A y las utilizaremos para resolver
el problema inverso.

Descomposicién de valores singulares

Antes de pasar a TSVD, es necesario entender la teoria detrds de este método de
regularizacién. La Descomposicion en valores singulares (SVD) es una técnica para
factorizar una matriz para determinar los componentes principales de la informacion
que contiene.

Si utilizamos un SVD de la matriz de transferencia A, obtenemos la siguiente
féormula:

A=UzVT, (13)
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con U y V de ser matrices ortogonales yX, una matriz diagonal, que contienen los
valores singulares. Es obvio que:

AT = UzVT,
es un SVD para AT. También podemos repetir la formula (13):

N

A Z ouvf, (14)

i=1

cuando a;, son los valores singulares para i = 1,...,N y u; Yy v;son vectores que
forman las matrices ortogonales. Por lo tanto, A y ATtienen los mismos valores
singulares. Por lo general, los valores singulares son ordenados en orden decreciente de
tamafioysi o, = g, >...0, > 0, + 1 =..=ay = 0, podemos concluir que R(A) =r.

Ahora describiremos los vectores u; y v;con mas detalle. Ellos pueden ser
separados en dos grupos. Los vectores w;y v;, que corresponden a pequefios valores
singulares, a menudo se descartan, porque se supone otorgar al espacio ruido aleatorio.
Los vectores u; y v;que permanecen, son los principales componentes y también se
conoce como los vectores propios. Determinamos, que valores singulares corresponden
al espacio de ruido por el trazado de los valores singulares ordenados contra el rango
de la matriz obtenida a partir del subconjunto apropiado de esos valores singulares.

Descomposicién de valores singulares truncados (TSVD)

Ahora pasamos a la técnica de regularizacion TSVD. Sabemos que R describe un
inverso y un problema mal planteado. Por lo tanto, la matriz de transferencia A esta
mal acondicionada, por lo tanto, nuestro objetivo es derivar un nuevo problema con una
matriz de transferencia bien acondicionada. Para obtener una matriz de transferencia
bien acondicionada, necesitamos omitir los valores singulares de A que contienen
informacién relacionada con el ruido y los errores. Una matriz deficiente en rango, que
no contenga esta informacién, se puede obtener una SVD de la matriz de transferencia
A, es decir,

Ay(y,x) = z 0n0,0,, W<N. (15)
n=1

Cuando u, y v, son los vectores n de un SVD de A, y n son los valores
singulares correspondientes. El rango completo de lamatrizes N yeltamafiode w >
0 determina el nivel de regularizacion. La solucion g de TSVD se puede calcular
mediante la minimizacion

||Awg - d|| (16)

Sabemos que la solucién de este problema de minimizacion esta dada por la seudo
inversade A,:

Al = (ALA,)TAL,

Escribimos AIV en términos de una SVD por

ISSN 1870-4069 43 Research in Computing Science 128 (2016)



Esteban Herrera Hernandez, Rafael Lemuz Ldpez, Carlos Guillén Galvan, Angel Ramos del Olmo
Al =7510, 1

con U y V que contiene el primer w columnasde U y V, respectivamente. £ esa
w X w unasubmatriz diagonal de X

Para obtener la solucién regularizada, calculamos
g = Al (). (18)

Si insertamos la ecuacién (17) en (18), encontramos

g =VETTT(@) = 2, 2,

On

donde (-,-) denota el producto interno.

6. Conclusiones

En este trabajo se presentd una introduccion al problema inverso en
electrocardiografia y se describi6 como se puede resolver mediante el método de
regularizacién de Tikhonov y la TSVD. Al mismo tiempo se mostro el disefio de un
sistema de adquisicion de sefiales electrocardiograficas a través de un sistema de
adquisicion de bajo costo para obtener las 12 derivaciones que en un trabajo futuro
permitirdn estudiar problemas asociados a algunas cardiopatias y sindromes que se
manifiestan en el ventriculo izquierdo. El principal resultado del trabajo es la propuesta
de disefio del sistema de captura de bajo costo de sefiales ECG. En un trabajo futuro se
utilizard el sistema propuesto para resolver numéricamente el problema inverso
electrocardiografico que podra servir para concientizar a la poblacion de algunas de las
principales enfermedades cardiacas y asi poder ayudar en el entrenamiento médico.
Ademas, se estudiara la estabilidad de ambos métodos de regularizacion.
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